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1 Utilisation de la définition

Exercice 1

Soit f la fonction définie sur [0,4] par

—1 six=0
si0<x<1

flx)=43 six=1

-2 sil<x<?2

4 si2 <x<4.

1. Calculer [ f(t)d.
2. Soit x € [0,4], calculer F(x) = [y f(¢)dt.
3. Montrer que F est une fonction continue sur [0,4]. La fonction F est-elle dérivable sur [0,4] ?

Exercice 2
Soient les fonctions définies sur R,

Fx) =, g(x) =22 et hx) = ",

Justifier qu’elles sont intégrables sur tout intervalle fermé borné de R. En utilisant les sommes de Riemann,
calculer les intégrales [ f(x)dx, [ g(x)dx et [; h(t)d.

Exercice 3
Soit f: [a,b] — R une fonction continue sur [a,b] (a < b).

1. On suppose que f(x) > 0 pour tout x € [a,b], et que f(xp) > 0 en un point xo € [a,b]. Montrer que
/. ab f(x)dx > 0. En déduire que : «si f est une fonction continue positive sur |a, b] telle que | f f(x)dx=0
alors f est identiquement nulle».

2. On suppose que fff(x)dx = 0. Montrer qu’il existe ¢ € [a,b] tel que f(c) = 0.

3. Application : on suppose que f est une fonction continue sur [0, 1] telle que fol fx)dx = % Montrer
qu’il existe d € [0, 1] tel que f(d) =d.

Exercice 4

Soit f : R — R une fonction continue sur R et F(x) = [; f(¢)dr. Répondre par vrai ou faux aux affirmations
suivantes :

1. F est continue sur R.

2. F est dérivable sur R de dérivée f.

Si f est croissante sur R alors F' est croissante sur R.
Si f est positive sur R alors F est positive sur R.

Si f est positive sur R alors F est croissante sur R.

Si f est T-périodique sur R alors F' est T-périodique sur R.

N o kW

Si f est paire alors F est impaire.

Exercice 5

Soit f une fonction continue strictement croissante sur ’intervalle [0, a]. telle que f(0) = 0.
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1. En choisissant soigneusement des sommes de Riemann, ou par une autre méthode, calculer

/Oaf(x)a’x—i—/of(a) 1 (x)dx

Il est vrai que f~! est aussi une fonction continue sur [0, f(a)], et qu’elle est donc intégrable, vous
n’avez pas besoin de le prouver.

2. (Facultatif) En déduire que pour tout & € [0,a] et B € [0, f(a)],

af < /Oaf(x)dx—i-/oﬁfl(x)dx.

2 Calculs de primitives

Exercice 6
Calculer les primitives suivantes par intégration par parties.

1. [x*Inxdx
2. [xarctanxdx
3. [Inxdx puis [(Inx)*dx

4. [cosxexpxdx

Exercice 7
Calculer les primitives suivantes par changement de variable.

1. [(cosx)'?3*sinxdx

2. [——dx

xlnx

1
3. f 3+exp(—x) dx
Exercice 8
Calculer les primitives suivantes, en précisant si nécessaire les intervalles de validité des calculs :

1. [ 22 _dx

x2—-3x—4

x—1
2 [ ngdx

3. [sin®xcos’ xdx

1
4. [sndx
3—sinx
5. 2cosx+3tanx dx

3 Calculs d’intégrales

Exercice 9

Calculer les intégrales suivantes :

1. jog xsinxdx  (intégration par parties)

2. fol \/:jﬁ dx (al’aide d’un changement de variable simple)
1 1 ; —

3. Jp Ty dx (changement de variable x = tant)

4. fol (ifjl;z dx (décomposition en éléments simples)

91

[ %2 (1+ xiz) arctanxdx  (changement de variable u = 1)



Exercice 10

Calculer les intégrales suivantes :

/’5 1. I et /72[ sinx Iy
o 1-+sinx 0

1+ sinx

Exercice 11 Formule de Wallis

Soit I, = [ sin” xdx pour n =0,1,2,- --

1. Montrer que I, < I, pour n > 1, et que nl,, = (n—1)I,_, pour n > 2. Montrer alors que
pourn=1,2,---.

2. En déduire que

2n+1 I2n+1
2n+2 < by, gl

@2n) (2'n!)?

t I =
@mp2 = T nr);
et démontrer la formule de Wallis qui est

2n =
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